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م ّ ن ِا ْ ّ ْم ِا ِا
هٔ د ا پای ی دا ند. وا اردن را او ِ قّ ندگان، و و ند، دا او ھای دن ان مار و ند ما او ودن وران را ی دا پاس
ف و و ت ا ی د ف او ھای گ. ش یای رو ژرف تِ َرِ و ت، ا گ او ی ناسا راه زگام
ھار را ن ز زهٔ ھا با و ید، را را باد ش ر و ید، یا را ق خلا ش در ی. ود وص ی زما و ی، ید و و ی، د یا

ید.
م ی د ی وا و حان؛ ا از ده آ غ ی آ مان، ا و د ا روی از ی وا ت. تا ی  و رد دا بازی ا ت، تا ی دا م ی د ی وا

ت ا وری وردگار. م ع ه ی آ و ر، دیدا ی شا  با و کار، آ ی د با تاد را او ت. او ر و او ندهٔ مد(ص)
ماید. م مُ ل د و ت ّ با و داید، ھا د از ی دود دِ َ یان. و ن رو ش ور د و وزان، ت ا ی ا و شان، ر

وت م از م ی  ه آ ت ا ت با و و؛ درت نار آن ی ر ت، ا د ُ و و؛ ت خ از م ی  ه آ ت ا رگ یا! دا پاک
ھان. آن ھای نار ت ا دک ا و ھان؛ ن ا و ت ت ا ر ا و و، ت س از ت ا ھان ما ه آ ا ت ا ز و و،
از کار ن ما! و ت ا آن ن گاری ر ه دا را م د و ما ن را کارم صلاحِ م، دا را یدن راهِ یا م ما ود ش ا یا! دا

. و ھای فا از و ت ه نا و ھای ما را

رتعلی(ع) شات ما از

ی



: م قد

ید اسا ، مان ع
واده ام خا و

دو



دا نام
الْخالق. ر یشْ لَم الْمخلوق ر یشْ لَم من و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علم پیشرفت راه در را آموخته هایم بتوانم امیدوارم فرمود.
مشوق که دوستان و اساتید و مهر پور صالح سعید دکتر جناب بزرگوار راهنمای استاد از همچنین

م کنم. زاری سپاس بودند من راهنمای و

ی ن ا مد
۱۳۹۵

سه
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زبان در جملات از نامتناه لیست شامل غیرعادی پارادوکس ١٩٩٣ سال در یابلو١ استفان
از مجموعه ای در تناقض بررس در شناخته شده حالت دو معرف از بعد کرد. ارایه غیر صوری
حالت حال که در شده است. بررس  دوم مرتبه زبان های در یابلو جملات لیست ناسازگاری عبارات،
که م گیریم نتیجه از این رو م باشد. متناقض لیست دوم مرتبه نسخه ی نیست، متناقض لیست اول

م باشد. معتبر یابلو غیر صوری استدلال و است متناقض یابلو لیست

١Stephen Yablo
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مقدمـه

پایین تر عبارات به کدام هر که است موجود عبارات نامتناه تعداد از لیست یابلو پارادوکس در

جملات از لیست از پارادوکس این م کند. اجتناب دور گونه هر از اول نظر در و دارد اشاره لیست

م آید: دست به زیر ل ش به

نیست. درست Yk ،k > ۰ هر برای :Y۰

نیست. درست Yk ،k > ۱ هر برای :Y۱

...

با است. درست که دارد وجود Ynی کنید فرض یابلو. دنباله مورد در غیر صوری استدلال

پایین جملات بودن نادرست از نیستند. درست Yn+۱ پایین جملات همین طور و Yn+۱ فرض این

هر لذا است. غلط دنباله در Yn هر ازاین رو تناقض! است، درست Yn+۱ که م شود نتیجه Yn+۱

است. تناقض ی این و است درست Y۰ بنابراین است، نادرست Y۰ پایین جمله

یابلو جملات لیست مورد در تناقض به رسیدن یابلو. دنباله مورد در صوری استدلال های

پارادوکس به مربوط مقالات م کند. ایجاد شبهه آن تناقض در که دارد همراه به زیادی لات مش

شده اند. ارایه اصل عنوان سه تحت یابلو

لیست در تناقض مشخصه های .١

لیست در دور وجود .٢

این در بیشتر اطلاعات (برای دروغگو پارادوکس به یابلو پارادوکس شباهت عدم یا شباهت .٣

ببینید.) را [١٣] و [٣٠] مقاله ی دو مورد

٣



۴ مقدمه

عبارات از کلاس ی یا عبارت تناقض باعث چیز چه که پرسش این برای پاسخ دو همچنین

بیان شده است: م شود،

از شهودی اصول بعض اگر تنها و اگر است متناقض عبارات از مجموعه ای اول ایده ی مطابق

،[١۵] ،[١۴] از: عبارت اند ایده این شامل (مقالات شوند. تناقض چنین به منجر پذیرفته شده قبل

چنین وجود ناسازگار، نظریه ای که است معنا این به ایده این صوری، زبان های در .([٢٧] و [٢١]

لیست وجود فرض با یابلو پارادوکس در ایده، این مطابق م دهد. نتیجه را عبارات از مجموعه ای

حاصل تناقض ، درست نظریه ی اصول و حساب اصول بعض از استفاده و جملات از نامتناه

صرفاً بیان ی که: شرح این به داریم مقالات در را ایده این ضعیف تر ل ش اوقات گاه م شود.

هر و است زیر گزاره ی شامل که کاری٢ پارادوکس شود. نتیجه گیری نحوی ل ش به باید اشتباه

م باشد. مورد این در روشن مثال ی م کند، ثابت را نادرست گزاره ی

(S) است ایتالیا پایتخت پاریس آنگاه باشد درست S اگر

ارزش دادن اگر تنها و اگر م نامند، متناقض را عبارات این چنین از کلاس ی دوم ایده ی در

باشند درست لیست اعضای از بعض اگر واقع در باشد. ن غیرمم لیست اعضای به درست

قبل از شهودی اصول برخ با نیز اینجا در البته بود. خواهند نادرست لیست اعضای همه ی آنگاه

[١۵] ،[١٠] ،[۵] ،[٢] از: عبارت اند ایده این دربردارنده ی (مقالات هستیم روبه رو پذیرفته شده

که اصول برخ به عبارات از لیست چنین وجود فرض با صوری زبان های در ایده این .([١۶] و

«تعیین م دهد: شرح ما به که است تلاش یابلو استدلال آن، مطابق و دارد اشاره نیستند، ارضاشدن

است.» ن غیرمم جملات این بودن سازگار فرض با دنباله جملات درست ارزش

مرتبه زبان های در م کنیم. تأمل فشردگ قضیه ی روی یابلو پارادوکس صوری سازی در ما

اما معادل اند؛ هم با بالا در شده داده شرح ایده دو م کند صدق آن ها در فشردگ قضیه ی که اول

اول ایده ی روی ما نیست صادق زبان ها این در فشردگ قضیه ی که بالاتر مرتبه ی زبان های مورد در

شوند: داده پاسخ باید که داریم پرسش دو البته م کنیم. تمرکز

است؟ متناقض اول ایده ی در یابلو لیست آیا .١
٢Curry’s Paradox



۵ مقدمه

است؟ متناقض دوم ایده ی در یابلو لیست آیا .٢



١ فصل

پایه مفاهیم و مقدمات

۶



٧ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

تناه و فشردگ قضایا ی ١ . ١

منطق نامتناه زبان های در فشردگ قضیه ی برقراری عدم و یابلو پارادوکس

گزاره ها

م شود: بیان زیر ل ش به فشردگ قضیه ی گزاره ها منطق در

متناه زیرمجموعه ی هر اگر تنها و اگر است صدق پذیر فرمول ها از مجموعه ای [٨] .١ . ١ . ١ قضیه

باشد. صدق پذیر مجموعه آن

گزاره ای نمادهای از نامتناه لیست گرفتن نظر در با ١٩٩٧ سال در فورستر١[١١] توماس

به را An اصل n طبیع عدد هر برای و کرد ارایه یابلو پارادوکس برای صوری سازی ی P۱, P۲, ...

گرفت: نظر در زیر ل ش

.An =
(
Pn ↔

∧
k>n

¬Pk

)
نظریه ی شرایط این با است. نامتناه فرمول ی

∧
k>n ¬Pk که کنیم توجه

Γ =
{
An | n ∈ ω

}
قضیه ی برقراری عدم برای خوبی مثال Γ نظریه ی ناسازگاری واقع در بود. خواهد ناسازگار نظریه ای

است. نامتناه زبان های در فشردگ

اول مرتبه منطق در فشردگ قضیه ی

به فشردگ قضیه ی و م نامیم L−نظریه ی را L−جملات از مجموعه ای L اول مرتبه زبان در

م شود: بیان زیر ل ش

١Thomas Forster



٨ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

T متناه زیر مجموعه هر اگر تنها و اگر است صدق پذیر T اول مرتبه نظریه ی [١٩] .١ . ١ . ٢ قضیه

باشد. صدق پذیر

پارادوکس ی که م شود باعث فشردگ قضیه ی یابلو پارادوکس اول مرتبه صوری سازی در

م باشد. متفاوت دوم مرتبه ی منطق در شرایط البته باشیم، نداشته دور بدون

برهان ها) (فشردگ تناه قضیه ی

موجود متناه X۰ ⊆ X آنگاه شود، ثابت X نظریه ی توسط α جمله ی اگر [٢٣] .١ . ١ . ٣ قضیه

.X۰ ⊢ α که است

آن ها در فشردگ قضیه ی برقراری عدم و دوم مرتبه زبان های ١ . ٢

و محمول متغیر های برای نمادهایی اول، مرتبه زبان های نمادهای بر علاوه دوم مرتبه زبان های در

داریم. تابع

عبارت اند n−موضع محمول متغیر های ،n ≥ ۱ طبیع عدد هر ازای به . محمول متغیر های

از:

Xn
۱ , X

n
۲ , ...

از: عبارت اند n−موضع تابع متغیر های ،n ≥ ۱ طبیع عدد هر ازای به . تابع متغیر های

F n
۱ , F

n
۲ , ...

م نامیم. فردی متغیرهای را v۱, v۲, ... معمول متغیرهای اشتباه، از اجتناب برای

م شود: تعریف زیر ل ش به دوم مرتبه  ترم ی .١ . ٢ . ١ تعریف

است. ترم ی فردی متغیر هر یا ثابت هر .i



٩ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

F (t۱, t۲, ..., tn) آنگاه باشند، ترم t۱, t۲, ..., tn و باشد n−موضع تابع نماد یا متغیر ی F اگر .ii

م باشد. ترم نیز

باشند ترم t۱, t۲, ..., tn و باشد n−موضع محمول نماد یا متغیر ی P اگر .١ . ٢ . ٢ تعریف

م باشد. دوم مرتبه اتم فرمول ی P (t۱, t۲, ..., tn)

م شود: تعریف زیر ل ش به دوم مرتبه فرمول ی .١ . ٢ . ٣ تعریف

است. فرمول ی اتم فرمول هر .i

صورت این در باشند، فرمول φ و ψ اگر .ii

¬φ, ψ → φ, ψ ∧ φ, ψ ∨ φ

هستند. فرمول

این در باشد، آن در محمول یا تابع فردی، آزاد متغیر ی X و فرمول ی φ اگر همچنین .iii

م باشند. فرمول نیز ∃X φ و ∀X φ صورت

به مرجع مجموعه ی ی از ل متش اول مرتبه ساختار های مانند دوم مرتبه ساختار ی .۴ . ١ . ٢ تذکر

م باشد. نظر مورد زبان نمادهای تعابیر همراه

یا محمول فردی، متغیرهای تمام مجموعه ی V کنید فرض دوم. مرتبه منطق در صدق پذیری

که طوری به باشد V روی تابع s و باشد تابع

م باشد. مرجع مجموعه ی از عضو ی s(v) ،v فردی متغیر برای •

م باشد. مرجع مجموعه ی در n−موضع رابطه ی ی s(Xn
i ) ،Xn

i محمول متغیر برای •

م باشد. است، مرجع مجموعه ی آن دامنه ی که n−موضع تابع ی s(F n
i ) ،F n

i تابع متغیر برای •

تابع متغیر ی F اگر ویژه به م شود. تعریف طبیع طور به s(t) ،t ترم برای صورت این در

s(t۱), ..., s(tn) روی s(F ) تابع مقدار s(F (t۱, ..., tn)) ،t۱, t۲, ..., tn ترم های برای آنگاه باشد،



١٠ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

در م باشد. اول مرتبه ی منطق مشابه دوم مرتبه منطق در اتم فرمول های صدق پذیری م باشد.

،X n−موضع محمول متغیر هر ازای به باشد دوم مرتبه ساختار ی U اگر واقع

.⟨s(t۱), ..., s(tn)⟩ ∈ s(X) اگر تنها و اگر U |= Xt۱,...,tn [s]

متغیرهای بر که جدید سورهای وجود دوم، مرتبه ی فرمول های صدق تعریف در جدید ویژگ تنها

م باشد. م کنند، اثر تابع و محمول

.U |= φ[s(Xn
i |R)] ،|U| روی R n−تایی رابطه ی هر ازای به اگر تنها و اگر U |= ∀Xn

i φ(s) •

.U |= φ[s(F n
i |f)] ،f : |U|n −→ |U| تابع هر ازای به اگر تنها و اگر U |= ∀F n

i φ(s) •

اول مرتبه جمله ی ی ،n > ۲ هر ازای به دوم. مرتبه منطق در فشردگ قضیه ی برقراری عدم

از است عبارت λ۳ مثال برای م کند. ترجمه را دارد» وجود ش n «حداقل جمله ی که داریم λn

∃x∃y∃z
(
x ̸= y ∧ x ̸= z ∧ y ̸= z

)
دوم مرتبه منطق در هستند. نامتناه ساختارهای EC∆ = {λ۲, λ۳, λ۴, ...} نظریه ی مدل های

اگر تنها و اگر است نامتناه مجموعه ی واقع در است. EC∆ با هم ارز که دارد وجود جمله ای

مرتبه ی جمله ی با که نباشد» عضو آخرین دارای که طوری باشد موجود آن در ترتیبی رابطه  ی «ی

م شود: ترجمه زیر ل ش به λ∞ دوم

.∃X
[
∀u∀v∀w

(
Xuv ∧Xvw → Xuw

)
∧ ∀u¬Xuu ∧ ∀u∃v Xuv

]
اما دارد، ( (متناه مدل ی {¬λ∞, λ۲, λ۳, ...} دوم مرتبه نظریه ی متناه زیر مجموعه ی هر حال

م باشد. فشردگ قضیه ی برقراری عدم معن به این و است؛ ناسازگار نظریه این



١١ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

پئانو حساب و ن هم نوایی ی طرح ١ . ٣

ن هم نوایی ی طرح است ۲−موضع رابطه ی ψ و اول مرتبه فرمول φ آن در که را زیر گزاره ی

م نامیم:

.∀x
(
φ(x) ↔ ∀y

[
ψ(y, x) → ¬φ(y)

])
است. تناقض در زیر اصول با ن هم نوایی ی طرح .١ . ٣ . ١ لم

∀x∃y ψ(y, x) (a)

∀x∀y∀z
[
ψ(x, y) ∧ ψ(y, z) → ψ(x, z)

]
(b)

ن هم نوایی ی طرح در برهان.

،∀x
(
φ(x) ↔ ∀y

[
ψ(y, x) → ¬φ(y)

])
داریم دلخواه x۰ برای

.φ(x۰) ↔ ∀y
[
ψ(y, x۰) → ¬φ(y)

]
جمله ی φ(x۰) بودن راست فرض با

(∗) ∀y[ψ(y, x۰) → ¬φ(y)]

که است راست ψ(y۰, x۰) که است موجود y۰ی که م شود نتیجه (a) از باشد. درست باید نیز

که است موجود چنان z۰ عنصر (a) از همچنین م دهد. نتیجه را ¬φ(y۰) درست (∗) به توجه با

داریم: (b) از حال است. درست ψ(z۰, y۰)

.ψ(z۰, y۰) ∧ ψ(y۰, x۰) → ψ(z۰, x۰)

یابلو ن هم نوایی ی طرح از م شود. نتیجه ¬φ(z۰) بودن درست پس ψ(z۰, x۰) بودن درست (∗) از



١٢ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

داریم:

.φ(y۰) ↔
[
ψ(z۰, y۰) → ¬φ(z۰)

]
ل ش به تناقض حال م دهد. نتیجه را φ(y۰) درست فوق دو شرط دوم طرف بودن درست

(∗∗) φ(y۰) ∧ ¬φ(y۰)

دلخواه x۰ برای است. نادرست φ(x۰) فرمول ،x۰ هر برای لذا داریم. را

φ(x۰) ↔ ∀y
(
ψ(y, x۰) → ¬φ(y)

)
داریم پس باشد. نادرست ∀y

(
ψ(y, x۰) → ¬φ(y)

)
که است درست هنگام

.∃y۰

(
ψ(y۰, x۰) ∧ φ(y۰)

)
است. متناقض (∗∗) نتیجه ی با این و است، درست φ(y۰) که دارد وجود y۰ی لذا

اصول با LA−نظریه ی Q باشد، حساب زبان LA = {۰, S,+,×} کنید فرض .Q نظریه ی اصول

است. زیر

∀x[Sx ̸= ۰] .١

∀x∀y[Sx = Sy → x = y] .٢

∀x∃y[x ̸= ۰ → x = Sy] .٣

∀x[x+ ۰ = x] .۴

∀x∀y[x+ Sy = S(x+ y)] .۵

∀x[x× ۰ = ۰] .۶

∀x∀y[x× Sy = (x× y) + x] .٧



١٣ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

استقرا طرح و Q موضوعه اصول شامل PA LA−نظریه ی موضوعه ی اصول پئانو. حساب اصول

م گردد: بیان است، زیر ل ش به φ(v, w) LA−فرمول هر برای که

.∀w
[
φ(۰, w) ∧ ∀v

(
φ(v, w) → φ(S(v), w)

)
→ ∀vφ(v, w)

]

ثابت را اصول این PA نظریه ی یریم ب نظر در > رابطه ی را ψ اگر (b) و (a) اصول در .١ . ٣ . ٢ لم

م کند.

که این به باتوجه :(a) برهان.

x > y ≡ ∃z[z ̸= ۰ ∧ x = z + y]

:PA ⊢ ∀x∃y(y > x) م دهیم نشان

م شود نتیجه پئانو حساب پنجم اصل از

PA ⊢ ∀x∃y[x+ Sy = S(x+ y)]

داریم > تعریف و ∀y[Sy ̸= ۰] به توجه با پس

PA ⊢ ∀x∃y[S(x+ y) > x]

لذا و

PA ⊢ ∀x∃z(z > x)

م دهیم نشان :(b)

PA ⊢ ∀x∀y∀z[x > y ∧ y > z → x > z]



١۴ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

کنیم ثابت است کاف > تعریف به توجه با

∀x∀y∀z
[
∃k۱(k۱ ̸= ۰ ∧ x = y + k۱) ∧ ∃k۲(k۲ ̸= ۰ ∧ y = z + k۲) →

∃k(k ̸= ۰ ∧ x = z + k)
]

این به توجه با k۱ ̸= ۰ که آنجا از .k = k۲ + k۱ م دهیم قرار k۲ای و k۱ چنین وجود صورت در

که:

PA ⊢ ∀x∃y
[
x ̸= ۰ → Sy = x

]
م شود: نتیجه پئانو حساب اول اصل و پنجم اصل از پس ،k۱ = Sl که است موجود چنان l متغیر

k = k۲ + k۱ = k۲ + Sl = S(k۲ + l) ̸= ۰

داریم: پئانو حساب توسط جمع شرکت پذیری اثبات به توجه با چنین هم

(x = y + k۱ ∧ y = z + k۲) =⇒ x = y + k۱ = (z + k۲) + k۱ = z + (k۲ + k۱) = z + k

م شود. ثابت م ح و

۱−موضع محمول نماد F آن در م گیریم،که نظر در LFرا = {×,+, ۰, >, S, F}اول مرتبه زبان

نظریه ی ٢.٣.١ لم و ١.٣.١ لم طبق م باشد.

PA ∪
{
∀x

(
F(x) ↔ ∀y

[
y > x→ ¬F(y)

])}
نظریه ی مورد در اما است. ناسازگار

PAF = PA ∪
{
F(n) ↔ ∀y

[
y > n→ ¬F(y)

]
| n ∈ ω

}



١۵ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

دارد. وجود بیشتری بحث جای م باشد. n مقدار n و است PA استاندارد مدل ω آن در که

موجود چنان φ(x) فرمول اگر تنها و اگر است ω−ناسازگار ،T حساب نظریه ی .١ . ٣ . ٣ تعریف

.n ∈ ω هر برای T ⊢ ¬φ(n) و T ⊢ ∃xφ(x) که باشد

است. ω−ناسازگار ،PAF نظریه ی .۴ . ١ . ٣ گزاره

داریم n ∈ ω هر برای برهان.

PAF ∪ {F(n)} ⊢ ∀y
(
y > n→ ¬F(y)

)
F(Sn) درست معادل که را، ∀y

(
y > Sn→ ¬F(y)

)
ر دی طرف از و را ¬F(Sn) م دهد نتیجه که

که م دهد نشان تناقض این است.

PAF ⊢ ¬F(n) ،n ∈ ω هر برای (١)

بنابراین PAF ⊢ ∃z
[
z > n ∧ F(z)

]
،n ∈ ω هر برای پس

PAF ⊢ ∃z F(z) (٢)

م دهد. نتیجه را PAF ω−ناسازگاری (٢) و (١)

م باشد. غیر  استاندارد مدل دارای PA نظریه ی .۵ . ١ . ٣ قضیه

نظریه ی م دهیم نشان یرید. ب نظر در پئانو حساب زبان در جدید ثابت را b برهان.

PA∗ = PA ∪ {b > n}

است. M مانند مدل دارای

PA′ در b > n۰ که است موجود n۰ی بیشترین PA′ مانند PA∗ از متناه زیر مجموعه ی هر ازای به

ωn۰ |= PA′ باشد، n۰ ثابت با همراه پئانو حساب استاندارد مدل ی ωn۰ اگر صورت این در است.

b ثابت تعبیر با همراه M مانند مدل دارای PA∗ که این با است معادل فشردگ قضیه ی طبق این و

است. بزرگتر طبیع اعداد همه از که است



١۶ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

م نامیم. M غیر استاندارد عضو را b و PA غیر استاندارد مدل را M فوق قضیه ی در .۶ . ١ . ٣ تذکر

م باشد. غیر استاندارد مدل دارای PAF نظریه ی .١ . ٣ . ٧ قضیه

b ∈ M و باشد غیر استاندارد مدل ی M |= PA کنیم فرض قبل ۵.٣.١ قضیه به توجه با برهان.

را (M,X) حال باشد. M ساختار جهان M کنید فرض همچنین باشد. غیر استاندارد عضو ی

م شود. تعریف F محمول توسط X = {b} آن در که م گیریم نظر در LF زبان یافته ی گسترش مدل

است ناته X که آنجا از

(∗) (M,X) |= ∃y F(y)

داریم: n ∈ ω هر برای لذا بوده PA استاندارد مدل ی ω ⊂M اما

(M,X) |= ¬F (n) .I

داریم: (∗) به توجه با b > n چون n ∈ ω هر برای ر دی طرف از

(M,X) |= ∃y
(
y > n ∧ F(y)

)
.II

داریم: n ∈ ω هر برای II و I به توجه با پس

(M,X) |= F(n) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬F(y)

)
.(M,X) |= PAF لذا

مقدمات بازگشت روابط و توابع ۴ . ١

توسط f تابع تعریف صورت این در باشد. x۱, x۲, ..., xk متغیرهای از k−تایی بیانگر x کنید فرض

م شود: بیان زیر معادله ی دو با مقدمات بازگشت وسیله ی به م شناسیم، قبل از که h و g تابع دو

f(x, ۰) = g(x) .i

f(x, Sy) = h(x, y, f(x, y)) .ii

دو با S تال تابع و I۱
۱ (x) = x تصویر تابع توسط جمع تابع پئانو حساب اصول در .١ . ۴ . ١ مثال



١٧ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

م شود. تعریف مقدمات بازگشت وسیله ی به زیر معادله ی

∀x[x+ ۰ = x]

∀x∀y[x+ Sy = S(x+ y)]

مقدمات بازگشت وسیله ی به زیر معادله ی دو با جمع تابع و صفر تابع توسط نیز ضرب تابع

م شود. تعریف

∀x[x× ۰ = ۰]

∀x∀y[x× Sy = (x× y) + x]

م باشد. زیر شرح به مقدمات بازگشت توابع برای صوری توصیف .٢ . ۴ . ١ تعریف

بازگشت Iki (x۱, ..., xk) = xi تصویر توابع و Z(x) = ۰ صفر تابع S تال مقدمات تابع .١

هستند. مقدمات

f صورت این در شود، تعریف h و g مقدمات بازگشت توابع ترکیب وسیله ی به f تابع اگر .٢

بود. خواهد مقدمات بازگشت تابع ی

تعریف مقدمات بازگشت وسیله ی به h و g مقدمات بازگشت توابع وسیله ی به f تابع اگر .٣

بود. خواهد مقدمات بازگشت تابع ی f صورت این در شود،

CR : Nk −→ {۰,۱} آن مشخصه ی تابع باشد، k−موضع رابطه ی ی R اگر .٣ . ۴ . ١ تعریف

آنگاه ،m ̸∈ R اگر و CR(m) = ۰ آنگاه ،m ∈ R اگر m ∈ Nk برای که طوری به م باشد

.CR(m) = ۱

مقدمات بازگشت آن مشخصه ی تابع که است رابطه ای ، مقدمات بازگشت رابطه ی .۴ . ۴ . ١ تعریف

باشد.

نحو حسابی سازی ۵ . ١

م گیریم. نظر در زیر صورت به مبنا LAکدهای زبان نمادهای از ی هر برای گودل. کدگذاری



١٨ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

¬ ∧ ∨ → ↔ ∀ ∃ = ( ) ۰ S + × v۰ v۱ v۲ ...

١ ٣ ۵ ٧ ٩ ١١ ١٣ ١۵ ١٧ ١٩ ٢١ ٢٣ ٢۵ ٢٧ ٢ ۴ ۶ ...

بدست برای باشد. s۰, s۱, ..., sk متغیرهای یا نمادها از رشته ی شامل e عبارت کنید فرض

اول عدد iمین ،πi کنید فرض م دهیم. ارجاع ci مبنای کد به را siها از ی هر e گودل کد آوردن

داریم. را زیر گودل کد e برای صورت این در باشد،

πc۰
۰ × πc۱

۱ × ...× πck
k

گودل کد که طوری باشد، فرمول ها از دنباله ای e۰, e۱, ..., en کنید فرض دنباله ها. کدگذاری

است. زیر مقدار با برابر ها فرمول از دنباله این گودل کد باشد. gi با برابر ei فرمول

πg۰
۰ × πg۱

۱ × ...× πgn
n

مهم مقدمات بازگشت توابع و روابط ۶ . ١

به n اگر هستند برقرار Sent(n) و Wff(n) ،Atom(n) ،Term(n) ،Var(n) ۱−موضع روابط .١

باشد. LA−جمله ی و LA−فرمول ی ، اتم فرمول ی ترم، ی متغیر، ی گودل کد ترتیب

اثبات که باشد عبارات از دنباله ای گودل کد m اگر است برقرار Prf(m,n) ۲−موضع رابطه ی .٢

باشد. n گودل کد با PA قضیه ی ی

بازگشت Prf(m,n) و Sent(n) ،Wff(n) ،Atom(n) ،Term(n) ،Var(n) روابط [٢۵] .١ . ۶ . ١ قضیه

هستند. مقدمات

م باشد. ∃y
(
y = pφq ∧ φ(y)

)
فرمول با معادل φ(y) فرمول قطری سازی .٢ . ۶ . ١ تعریف

که n مقدار به وقت که است موجود Diag ۱−موضع مقدمات بازگشت تابع [٢۵] .٣ . ۶ . ١ قضیه



١٩ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

به را φ فرمول شده ی قطری سازی گودل کد مقدار م کند، اثر م باشد، LA−فرمول ی گودل کد

م دهد. ما

مقدمات بازگشت اصل بندی ١ . ٧

هرگاه: است مقدمات بازگشت اصل بندی دارای T نظریه ی .١ . ٧ . ١ تعریف

باشد. مقدمات بازگشت ،T زبان در جملات و فرمول ها گودل کدهای مجموعه ی .١

باشد. مقدمات بازگشت ،T اصول گودل کدهای مجموعه ی مشابهاً، .٢

باشد. مقدمات بازگشت T−اثبات ها، گودل کدهای مجموعه ی .٣

و باشد Q نظریه ی اصول شامل T هرگاه نامیم مطلوب نظریه ی ی را T نظریه ی .١ . ٧ . ٢ تعریف

باشد. مقدمات بازگشت اصل بندی دارای



٢ فصل

اول مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس

٢٠



٢١ اول مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس .٢ فصل

م کنند. رجوع ر دی ی به دارند، طبیع اعداد در که موقعیت به توجه با یابلو دنباله ی در جملات

استفاده درست محمول و طبیع اعداد در ترتیب خواص برخ از غیر صوری استدلال های بیشتر

در کنیم، بیان اول مرتبه زبان های در را یابلو لیست در جمله هر م توانیم که آنجایی  از م کنند.

نظر در درست برای T ۱−موضع محمول همراه به اول مرتبه حساب زبان اولیه، صوری سازی های

زبان دوم مرتبه یا اول مرتبه توسیع هر حساب، زبان از ما منظور که کنیم توجه گرفته شده است.

نم شوند. اضافه جدید ترم های آن در که است پئانو اول مرتبه حساب

نمادگذاری ها و تعاریف ٢ . ١

تابع نماد و × و + ۲−موضع تابع نماد دو همراه به را L اول مرتبه زبان .٢ . ١ . ١ نمادگذاری

همین طور یرید. ب نظر در مقدمات بازگشت توابع تمام برای نماد هایی همراه ۰ ثابت و S ۱−موضع

م گیریم. نظر در T ۱−موضع محمول نماد همراه به L زبان از گسترش را LT زبان

همراه L زبان توسط شده اصل بندی  پئانو، حساب اصول شامل PA نظریه  ی .٢ . ١ . ٢ نمادگذاری

به مقدمات بازگشت توابع و روابط معرف معادلات بعلاوه  ی L−فرمول ها تمام برای استقراء طرح

م باشد. معمول روش

L زبان محمول و تابع نمادهای تعابیر شامل PA استاندارد مدل ی را N .٢ . ١ . ٣ نمادگذاری

م گیریم. نظر در طبیع اعداد شامل ω مرجع مجموعه ی با همراه

تمام برای استقرا طرح به PA نظریه ی از گسترش را PAT LT−نظریه ی .۴ . ٢ . ١ نمادگذاری

م گیریم. نظر در T شامل LT−فرمول های

م باشند. مطلوب نظریه ی دو هر PAT و PA نظریه های .۵ . ٢ . ١ تذکر

م باشد. φ فرمول گودل کد pφq ،φ فرمول هر برای .۶ . ٢ . ١ نمادگذاری

گودل کد v و باشد ترم ی گودل کد t و باشد فرمول ی گودل کد x اگر .٢ . ١ . ٧ نمادگذاری

کد با متغیری جای گذاری از حاصل فرمول گودل کد برابر آن مقدار که تابع آنگاه باشد، متغیر ی



٢٢ اول مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس .٢ فصل

مقدمات بازگشت تابع ی م باشد، x گودل عدد با فرمول از t گودل عدد با ترم بجای v گودل

م شود. بیان x(t/v) ل ش به حساب نظریه ی در و است ۳−موضع

م برد. مقدارش به را عضو هر که م باشد مقدمات بازگشت تابع ẋ .٢ . ١ . ٨ نمادگذاری

∀x T
(
pφ(ẋ)q

)
باشد، آزاد متغیر ی دقیقاً با فرمول φی اگر ففرمن١، نقطه ای نمادگذاری مطابق

یابلو پارادوکس صوری سازی در م گیریم. نظر در ∀x T
(
pφq(ẋ/v)

)
فرمول برای کوتاه نوشت را

گودل عدد pφ(ẋ)q ،x هر برای که است معنا این به ∀x T
(
pφ(ẋ)q

)
LT−فرمول اول مرتبه زبان در

است. درست فرمول ی

S نظریه ی هرگاه م نامیم S نظریه ی در F (v) فرمول ثابت نقطه ی را X جمله ی .٢ . ١ . ٩ تعریف

کند. اثبات را X ↔ F (pXq) گزاره ی

یابلو پارادوکس صوری سازی ٢ . ٢

گزاره ی دروغگو پارادوکس

نیست درست λ (λ)

م شود: بیان زیر دوشرط گزاره ی با LT زبان در عبارت این م باشد،

.λ↔ ¬T
(
pλq

)
م باشد، زیر ل ش به که G گودل جمله ی در همچنین

�∀x¬Prf(x, pGq)

داریم. را زیر دو شرط گزاره ی

.G↔ ∀x¬Prf(x, pGq)
١Feferman
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از تساوی بجای G گودل جمله ی و دروغگو پارادوکس مانند نیز یابلو پارادوکس صوری سازی در

م کنند. رجوع ر دی فرمول های یا خودشان به فرمول ها صورت این در م کنیم؛ استفاده دو شرط

محمول ی به نیستند، برقرار ترم ها بین و هستند صادق فرمول ها بین فقط دوشرط ها که آنجا از

م نامیم. یابلو محمول را Y (x) نیازمندیم. Y (x)

YA =
{
Y (n) ↔ ∀x

[
x > n→ ¬T

(
pY (ẋ)q

)]
|n ∈ ω

}
در دوشرط گزاره های م باشد. یابلو لیست در Yn گزاره ی صوری سازی Y (n) ،n ∈ ω هر برای

حداقل م باشد. است» نادرست Y (m) ،m > n هر «برای عبارت و Y (n) بین هم ارزی بیانگر YA

در که داریم اول مرتبه حساب سیستم در YA مجموعه ی در دوشرط ها برقراری اثبات برای راه دو

شده اند. بیان نیز [٢٢] پریست مقاله ی

یابلو پارادوکس صوری سازی اول روش ٢ . ٢ . ١

است. قطری  سازی لم و PAT نظریه ی معرف با یابلو پارادوکس صوری سازی پریست اولیه ی طرح

آنگاه باشد، مطلوب نظریه ی ی T نظریه ی اگر . قطری سازی لم نواخت ی حالت .٢ . ٢ . ١ قضیه

که است موجود چنان X(w) فرمول F (v, w) مانند فرمول هر برای

.T ⊢ ∀w
[
X(w) ↔ F (pX(w)q, w)

]
م گیریم: نظر در زیر ل ش به را E(v, w) فرمول برهان.

.∃z
(
DiagT (v, z) ∧ F (z, w)

)
بازگشت تابع معرف فرمول DiagT است مطلوب نظریه ی T که این به توجه با فوق، فرمول در

نظر در E(u,w) فرمول قطری سازی با معادل فرمول را X(w) حال م باشد. Diag مقدمات

م گیریم:

.X(w) ≡ ∃z
(
z = pEq ∧ E(z, w)

)
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لذا و م باشد E(pEq, w) با معادل فوق فرمول

.T ⊢ ∀w
[
X(w) ↔ ∃z

(
DiagT (pEq, z) ∧ F (z, w)

)]
م گیریم نتیجه Diag(pEq) = pX(w)q که آنجا از

.T ⊢ ∀w
[
X(w) ↔ ∃z

(
z = pX(w)q ∧ F (z, w)

)]
نهایی نتیجه ی بنابراین و است F (pX(w)q, w) با معادل ∃z

(
z = pX(w)q ∧ F (z, w)

)
طرف از

داریم. را T ⊢ ∀w
(
X(w) ↔ F (pX(w)q, w)

)
LT−فرمول ،y و x آزاد متغیر دو با ψ LT−فرمول برای قطری سازی لم نواخت ی حالت طبق

که است موجود چنان y آزاد متغیر ی با φ

.PAT ⊢ ∀y
(
φ(y) ↔ ψ(pφ(y)q, y)

)
داریم است، z و y آزاد متغیر دو دارای که ∀x

[
x > z → ¬T

(
y(ẋ/z)

)]
LT−فرمول برای بنابراین

.PAT ⊢ ∀z
(
Y (z) ↔ ∀x

[
x > z → ¬T

(
pY (x)q

)])
اختصار (به یابلو٢ ثابت نقطه ی اصل نوایی ی عنوان تحت PAT از قضیه این [٢٢] مقاله ی در

فرمول نواخت ی ثابت نقطه ی Y (x) یابلو گزاره ی آن مطابق و شده بیان (UFPYP

∀x
[
x > z → ¬T

(
y(ẋ/z)

)]
را یابلو لیست کنید). رجوع [۶] مقاله ی به ثابت نقطه ی مورد در بیشتر اطلاعات (برای م باشد

٢The Uniform Fixed-Point Yablo Principle
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اگر اما آورد. بدست n ∈ ω هر گرفتن نظر در و عموم سور از نمونه گیری با UFPYP از م توان

بر (علاوه نم باشد مناسب روش این نیست، دوری خود اصل نسخه ی در یابلو پارادوکس بپذیریم

روش این در چه اگر م باشند). مشهور ایده این با رابطه در [٢۶] و [٢٧] مقالات یابلو، مقاله ی

م باشد. دوری پارادوکس این اما داریم، صوری پارادوکس ی

قطری جملات و یابلو پارادوکس بودن دوری بحث

عبارات یا خودشان به غیر مستقیم یا مستقیم بطور که عبارات از ل متش پارادوکس های گذشته، از

جمله ی م شوند. نامیده دوری شهودی طور به م کنند، رجوع ر دی

نیست درست λ (λ)

بنابراین م کند. بیان را خودش بودن نادرست وضوح به م باشد، دروغگو پارادوکس هسته ی که

تناقض های از ل ش این است. دوری شهودی مفهوم در حداقل دروغگو پارادوکس م گیریم نتیجه

این در که دوری عبارات م شوند. بیان درست محمول شامل حساب نظریه های در معمولا معنایی

نقطه ی بیانگر و م نامیم قطری» «جمله ی را آنها که جملات با معمولا م روند، کار به پارادوکس ها

م شوند. صوری سازی م باشند، محمول ی برای فرمول ی بودن ثابت

آنگاه باشد، v آزاد متغیر ی دقیقاً با فرمول ی ψ و جمله ی α اگر .٢ . ٢ . ٢ تعریف

α↔ ψ(pαq)

v۱, v۲, ..., vn آزاد متغیر n دقیقاً با فرمول ,φ(v۱ی v۲, ..., vn) اگر همچنین است. قطری جمله ی ی

باشد v, v۱, v۲, ..., vn آزاد متغیر n+ ۱ دقیقاً با ری دی فرمول ψ(v, v۱, v۲, ..., vn) و باشد

∀v۱∀v۲...∀vn
[
φ(v۱, v۲, ..., vn) ↔ ψ(pφ(v۱, v۲, ..., vn)q, v۱, v۲, ..., vn)

]
م نامیم. قطری جمله ی ی را
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آن در که داریم را λ↔ ¬T (pλq) قطری جمله ی دروغگو پارادوکس صوری سازی در .٢ . ٢ . ٣ مثال

دوشرط عبارت فوق تعریف مطابق همچنین م باشد. ¬T (pλq) فرمول ثابت نقطه ی λ گزاره ی

∀z
(
Y (z) ↔ ∀x

[
x > z → ¬T

(
pY (z)q

)
(ẋ/z)

])
نقطه ی Y فرمول قطری    سازی، لم نواخت ی حالت به توجه با و است قطری نواخت ی جمله ی ی

م باشد. ∀x
[
x > z → ¬T

(
y(ẋ/z)

)]
نواخت ی ثابت

هرگاه دهیم. شرح حساب زبان های در را دور مفهوم م توانیم قطری جملات از استفاده با

به چنین قطری باشد، جمله ی ی شامل حساب زبان ی در شده صوری سازی پارادوکس هسته ی

نیست لازم شرط و کاف م باشد شرط ی این البته است. دوری صوری پارادوکس که م رسد نظر

پارادوکس بودن دوری مورد در پریست [٢٢] مقاله ی در شده است). داده شرح [٢۶] مقاله ی (در

که: کرده ادعا او اشتباه، دلایل با البته کرده است. بحث قطری سازی لم از حاصل

(معادلا ∀k > x¬S(k, ṡ) ل ش به که (Y (معادلا ṡ گزاره ی با رابطه در پارادوکس این ... »

ṡ = ∀k > x¬S(k, ṡ) که حقیقت این و م باشد است، (∀x
[
x > z → ¬T

(
pY (z)q

)
(ẋ/z)

]
نقطه ی ی ما اینجا در که م دهد نشان (Y (z) ↔ ∀x

[
x > z → ¬T

(
pY (z)q

)
(ẋ/z)

]
(معادلا

مخلص داریم. دروغگو پارادوکس مورد در که خود ارجاع مانند دقیقاً داریم. (Y (معادلا ṡ ثابت

وجود کند، ارضا را گزاره این که x از بزرگتر مقداری نه است، گزاره ی (Y (معادلا ṡ که این کلام

م شود.» ار آش اینجا دور

پارادوکس است، یابلو لیست در گزاره ها ثابت نقطه ی Y که آنجا از [٢٢] پریست مقاله ی مطابق

م باشد. دور دارای یابلو

در ر دی گزاره ای ضعیف ثابت نقطه ی ی φ مانند حساب زبان از فرمول هر [۶] .۴ . ٢ . ٢ گزاره

است. حساب نظریه ی

φ(x) فرمول برای باشد، حساب زبان در آزاد متغیر دو با دلخواه فرمول ی ψ(x, y) اگر برهان.
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م گیریم. نظر در را زیر دوشرط

φ(x) ↔ ψ(pφ(x)q, y)

که است موجود چنان X(x) فرمول قطری سازی، لم نواخت ی حالت به توجه با

∀x
[
X(x) ↔ (φ(x) ↔ ψ(pφ(x)q, pX(x)q))

]
م دهد. ما به را زیر نتیجه منطق و م باشد حساب نظریه ی در قضیه ی فوق جمله ی

∀x
[
φ(x) ↔ (X(x) ↔ ψ(pφ(x)q, pX(x)q))

]
م باشد. X(x) ↔ ψ(y, pX(x)q) فرمول نواخت ی ثابت نقطه ی φ(x) ر دی عبارت به

نیستند دور دارای اما هستند، گزاره ها بعض ثابت نقطه ی که دارند وجود فرمول هایی که امر این

هر گاه است دور دارای عبارت ی کنیم قبول و بپذیریم را پریست معیار اگر اما است. علت یابی قابل

هر که م رسیم نتیجه این به هستند، ری دی گزاره های ثابت نقطه ی که باشد محمول هایی شامل

صرفاً که این کوک و پریست ادعای مطابق پس است. اشتباه این و است دور دارای دلخواه عبارت

که همان طور البته نیست. بودن دوری برای کاف دلیل باشد، ر دی گزاره های ثابت نقطه ی گزاره ای

لم توسط که یابلو پارادوکس م باشد. قطری جمله ی ی گزاره ای چنین که است روشن گفتیم،

فرمول بندی که آنجاست از این و است دور دارای پارادوکس ی شده است صوری سازی قطری سازی

شده است. UFPYP درگیر آن

به گزاره های مجموعه L−جمله باشد، ی φ اگر قول. نقل صلب حساب موضع طرح

قول نامیم: نقل صلب حساب موضع طرح را زیر ل ش

.T (pφq) ↔ φ
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محمول نماد شامل که λجمله ی−LT ،¬T (v) فرمول برای قطری سازی قضیه ی به بنا که آنجا از

در قول نقل صلب حساب موضع طرح بنابراین ،λ↔ ¬T (pλq) که است موجود چنان است، T

L−جملات مورد در تنها را طرح این ما رو این از است؛ ناسازگار PAT با LT−جملات تمام مورد

م گیریم. نظر در

م گیریم: نظر در را زیر دوشرط n ∈ ω هر برای یابلو. قول نقل صلب موضع اصول

.T (pY (ṅ)q) ↔ Y (n)

نقل صلب حساب موضع طرح با همراه PAT نظریه ی اصول شامل PAT نظریه ی .۵ . ٢ . ٢ قضیه

است. ω−ناسازگار یابلو قول نقل صلب موضع اصول و قول

،n ∈ ω هر برای که آنجا از برهان.

.PAT ⊢ Y (n) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬T (pY (ẏ)q)

)
داریم: یابلو قول نقل صلب موضع اصول به توجه با ،n ∈ ω هر برای لذا

،PAT ⊢ T (pY (ṅ)q) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬T (pY (ẏ)q)

)
داریم باشد T (pY (ẋ)q) فرمول F(x) اگر صورت این در

.PAT ⊢ F(n) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬F(y)

)
است. ω−ناسازگار نیز PAT لذا است، ω−ناسازگار ،PAF نظریه ی ۴.٣.١ قضیه طبق اما

است. سازگار نظریه ای رو این از م باشد، غیر استاندارد مدل دارای PAT نظریه ی .۶ . ٢ . ٢ قضیه

نشان است کاف باشد. M مرجع مجموعه ی با PA غیر استاندارد مدل ی M کنید فرض برهان.

PAT غیر استاندارد مدل ی م باشد، T درست محمول تعبیر E آن در که (M,E) توسیع دهیم
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کنیم فرض است.

،E۰ = {pφq | M |= φ و است LT−جمله ی φ }

غیر استاندارد مدل M چون م باشد. M ساختار در آن تعبیر tM که است pY (ẏ)q ترم t(y) همچنین

در E = E۰ ∪{c} اگر شرایط این با .tM(b) = c که دارند وجود c و b غیر استاندارد اعضای است،

،n ∈ ω هر برای صورت این

(M,E) |= b > n ∧ T (pY (ḃ)q)

،n ∈ ω هر برای یعن

(∗) (M,E) |= ∃y
[
y > n ∧ T (pY (ẏ)q)

]
φ اگر م کند. صدق (M,E) ساختار در قول نقل صلب حساب موضع طرح دید م توان سادگ به

(M,E) |= φ م گیریم نتیجه بنابراین .pφq ∈ E صورت این در ،M |= φ که باشد L−جمله ی

همین طور و (M,E) 2 φ م گیریم نتیجه مشابهاً M 2 φ اگر .(M,E) |= T (pφq) همین طور و

داریم: φ Lجمله ی هر برای لذا .(M,E) 2 T (pφq)

.(M,E) |= φ↔ T (pφq)

که آنجا از م کند. صدق (M,E) ساختار در یابلو قول نقل صلب موضع اصول م دهیم نشان

لذا نیست نیز c با برابر و ندارد قرار E۰ در Yn یابلو گزاره ی کد ،n ∈ ω هر برای

.pYnq /∈ E

بنابراین:

،n ∈ ω هر برای .i
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.(M,E) |= ¬T (pY (ṅ)q)

که داشتیم چنین n ∈ ω هر برای یابلو ثابت نقطه ی اصل از

PAT ⊢ Y (n) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬T (pY (ẏ)q)

)
داریم درست قضیه ی از

(M,E) |= Y (n) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬T (pY (ẏ)q)

)
م شود: نتیجه (∗) از

،n ∈ ω هر برای .ii

(M,E) |= ¬Y (n)

داشت خواهیم ،n ∈ ω هر برای ii و i از پس

(M,E) |= Y (n) ↔ T (pY (ṅ)q)

است. PAT غیر استاندارد مدل ی (M,E) لذا

حاکم اصول کردن اضافه داده اند، نشان ما به کتلند[١۵] و پریست[٢٢] که همان طور واقع در

خود مقاله ی در کتلند که را آنچه PAT نظریه ی به باشند قوی کاف اندازه ی به که درست محمول بر

(UYDP اختصار (به یابلو قول نقل صلب نوایی ی اصل

.∀x
[
T
(
pY (ẋ)q

)
↔ Y (x)

]
به UFPYP از استفاده با تنها اما برسیم تناقض به که م دهد اجازه ما به و م کند ثابت م نامد

است. شده بیان زیر ل ش به کتلند[١۵] در این و قطری جمله ی عنوان
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است. ناسازگار نظریه ای UYDP اصل و PAT اصول شامل نظریه ی .٢ . ٢ . ٧ قضیه

نظریه ی و حسابی نظریه ی صرفاً حت یا درست نظریه ی صرفاً یا حسابی نظریه ی صرفاً UFPYP

که مطلبی م کند؛ بیان یابلو محمول رفتار مورد در را مطلبی که است جمله ای این نیست؛ درست

مجموعه ی دوشرط جملات

YA =
{
Y (n) ↔ ∀x

[
x > n→ ¬T

(
pY (ẋ)q

)]
|n ∈ ω

}
UFPYP که آنجا از دارد. تعلق صوری پارادوکس ی هسته ی به بنابراین و نم دهد نتیجه تنهایی به

تمام شامل UFPYP واقع در یریم. ب نظر در دوری را پارادوکس باید ما است قطری جمله ی ی

زین جای روش نیست. آن پیرامون ر دی روش های مانع موضوع این اما است یابلو دوشرط های

شده است اشاره آن به پریست[٢٢] مقاله ی در و م باشد یابلو لیست شامل که است موجود ری دی

ندارد. همراه خود با را UFPYP که یافته است تعمیم کتلند[١۴] مقاله ی در و

یابلو پارادوکس صوری سازی دوم روش ٢ . ٢ . ٢

۱−موضع محمول نماد همراه به LT زبان نماد های تمام شامل LT Y زبان .٢ . ٢ . ٨ نمادگذاری

جملات همه ی و PAT اصول شامل نظریه ی PAT Y کنید فرض همچنین م گیریم. نظر در را Y

تمام مورد در استقرا طرح و م گیریم) نظر در را Y نماد Y نماد (بجای YA مجموعه ی دوشرط

باشد. Y شامل LT−فرمول های Y

ثابت نقطه ی قطری سازی لم نواخت ی حالت طبق که نیست فرمول ر دی Y کنید توجه

(∗) ∀x
[
x > z → ¬T

(
y(ẋ/z)

)]
با نم باشد. PAT Y از قضیه ای همچنین یا PAT از قضیه ی ر دی UFPYP بنابراین باشد.

گزاره ی و نم باشد (∗) فرمول این اما است آزاد متغیر دو با فرمول ثابت نقطه ی Y که این وجود

گزاره های از ی هیچ که آن جا از بود. نخواهد یابلو دوشرط جملات بیان گر UFPYP قطری
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ندارد. وجود یابلو پارادوکس در دور وجود برای دلیل هیچ نیستند، قطری جمله ی YA در دوشرط

راه Y ۱−موضع محمول نماد معرف با PAT نظریه ی به یابلو دوشرط های کردن اضافه بنابراین

م کنیم. ارایه دلیل دو ما مورد این در است. لیست موجودیت تضمین برای مناسب تری

نه و لیست گزاره های تنها [٢٩] مقاله ی در یابلو پارادوکس اصل نسخه ی در که همان طور اولا،

دوشرط گزاره های از بغیر Y بر حاکم اصول به روش این م باشند. تناقض دلیل ر، دی گزاره های

از تناقض آوردن بدست ان ام بررس ما هدف واقع در نم دهد. پارادوکس ایجاد به اجازه YA در

یا UFPYP با نه و م باشد لیست با همراه درست نظریه ی اصول و حساب استدلال قابل قضایای

.Y بر حاکم ر دی اصل هر

این که برای دلیل هیچ ما روش این در یابلو پارادوکس غیر صوری ل ش مانند درست دوماً،

به نیز ما خاص علاقه ی البته و نداریم یریم، ب نظر در دوری ل ش به را یابلو لیست صوری سازی

متناسب دور دارای صوری سازی که آنجا از است. آن در دور عدم خاطر به یابلو پارادوکس در تناقض

م گذاریم. کنار را روش این نم باشد، نیست، دور دارای که یابلو پارادوکس اصل بیان با

به را درست نظریه ی اصول از کدامی نیست مهم که شده توجه امر این به [١۴] مقاله ی در

واقع در بود. خواهد سازگار نظریه ای حاصل، نظریه ی حال هر به کنیم؛ اضافه PAT Y نظریه ی

ناسازگار PAT Y با خودشان، روی YA اعضای گرفتن نظر در بدون و نیستند ناسازگار اصول این

آوردن بدست در معمول روش این در شده است، بیان [١١] مقاله ی در که همان طور نم باشند.

داشت. خواهیم سازگار نظریه ای فشردگ قضیه ی دلیل به حساب جملات از یابلو لیست

PAT Y نظریه ی به UYDP اصل کردن اضافه از حاصل نظریه ی YT کنیم فرض .٢ . ٢ . ٩ گزاره

است. سازگار نظریه ای YT صورت این در باشد،

نظر در با یا YA اعضای گرفتن نظر در بدون YT نظریه ی اصول شامل نظریه ی که آنجا از برهان.

توجه با رو این از م باشد. استاندارد مدل دارای مجموعه، این از متناه مجموعه ی زیر هر گرفتن

م باشد. سازگار نظریه ی ی YT نظریه ی فشردگ قضیه ی به

دور بدون تناقض با یابلو پارادوکس غیر صوری بیان در طرف ی از سر  راست استدلال ی با

و فوق روش نه هستند، فشرده اول مرتبه زبان های این که به توجه با ر دی طرف از و هستیم رو به رو
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ساختارهای در اما نیستند. مشروع یابلو پارادوکس بیان برای ی هیچ دور دارای صوری سازی نه

پرداخت. خواهیم موضوع این به سه فصل در ما و نم باشد برقرار فشردگ قضیه ی ، منطق قوی تر

به بنابراین نیست متناقض اول حالت در اول مرتبه منطق در یابلو جملات لیست صوری سازی

کردیم، اشاره آن به بالا در که دوم روش مطابق همین طور نم دهد. را تناقض به رسیدن اجازه ی ما

ی YT نظریه ی برای فشردگ قضیه ی به توجه با واقع در نم باشد. متناقض یابلو جملات لیست

سازگار روش ی در درست ارزش کردن واگذار ان ام مستلزم مدل این وجود و دارد وجود مدل

دوشرط هیچ گرفتن نظر در بدون البته م باشد، n ∈ ω که است Y(n) ل ش به جمله هر برای

یابلو پارادوکس صوری سازی که م گیریم نتیجه رو این از لیست؛ موجودیت رد یا و YA در نادرست

نیست. متناقض اول مرتبه منطق در

ω−ناسازگاری و سازگاری ٢ . ٣

دارای ناسازگاری وجود با اول روش کردیم. معرف یابلو پارادوکس صوری  سازی برای روش دو ما

ارضا شدن و سازگار اما نداریم دور آن که با دوم روش در و م گذاریم کنار را روش این لذا و است دور

بحث جای دوم روش مورد در البته نم دهد. دور بدون تناقض ما به راه دو این از ی هیچ است.

دارد. وجود بیشتری

است. ω−ناسازگار نظریه ی ی YT .٢ . ٣ . ١ قضیه

باشیم داشته n ∈ ω هر برای م شود موجب YA دوشرط جملات بر UYDP تأثیر برهان.

.YT ⊢ Y(n) ↔ ∀x
(
x > n→ ¬Y(x)

)
نظریه ای PAF که دادیم نشان قبلا که آنجا از بدانیم، Y محمول معادل را F محمول اگر بنابراین

نیز و n ∈ ω هر برای ¬Y(n) عددی نمونه های لذا و بوده ω−ناسازگار نیز YT است، ω−ناسازگار

م کند. ثابت را ∃xY(x)
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یابلو جملات بر درست محمول تأثیر برای اثبات پذیر گزاره ای UYDP که این به توجه با

اما نیست ناسازگار یابلو لیست که م رسیم نتیجه این به [١۵] و [١٣] مقاله ی دو از م باشد،

و حساب نظریه ی با همراه یابلو لیست ، فشردگ قضیه ی گرفتن نظر مد با م باشد. ω−ناسازگار

غیر استاندارد مدل با یابلو لیست ω−ناسازگاری اما سازگاری است. سازگار درست نظریه ی اصول

ان ام واقع در و باشد درست که م دهد اجازه ¬Y(x) عددی نمونه ی هر به و م شود تضمین YT

غیر استاندارد مدل های به و نیستند فشرده دوم مرتبه زبان های اما است. سر بسته باشد غلط این که

محتمل دوم مرتبه زبان های در پارادوکس بدست آوردن ان ام بنابراین نم دهند، اجازه ای چنین

است.



٣ فصل

دوم مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس

٣۵
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البته و سازگار آن اول مرتبه نسخه ی که آنجا از یابلو پارادوکس دوم مرتبه نسخه ی بررس در

و سازگاری به یافتن دست آن و م کنیم استفاده مهم تری مورد در آن از م باشد، ω−ناسازگار

اول مرتبه نظریه های ω−ناسازگاری اما سازگاری از یابلو پارادوکس دوم مرتبه ی نسخه ارضا پذیری

م باشد.

دوم مرتبه حساب ٣ . ١

م گیریم. نظر در L زبان غیر منطق نماد های شامل دوم مرتبه ی زبان را L۲ .٣ . ١ . ١ نمادگذاری

۱−موضع محمول متغیر ی X اگر دوم. مرتبه منطق در تصریح موضوع اصل طرح

است. زیر شرح به تصریح موضوع اصل طرح φ(x) آزاد متغیر ی با فرمول هر برای باشد،

∃X∀x
[
Xx ↔ φ(x)

]
مرتبه زبان در استقرا طرح نمونه های ،L۲ دوم مرتبه زبان در دوم. مرتبه منطق در استقرا اصل

محمول متغیر ی X اگر کرد. جای گزین استقرا، اصل عنوان تحت گزاره ی با م توان را L اول

م کند: بیان استقرا اصل باشد، ۱−موضع

∀X
[
X۰ ∧ ∀x

(
Xx → XSx

)
→ ∀xXx

]
اصل همراه به PA اصول که م گیریم نظر در دوم مرتبه نظریه ی ی را PA۲ .٣ . ١ . ٢ نمادگذاری

N۲ L۲−ساختار م شود. شامل را PA در استقرا طرح نمونه های بجای دوم، مرتبه زبان در استقرا

م باشد. PA۲ مدل ی ،ω مرجع مجموعه ی همراه

و باشد L۱ غیر  منطق نماد های شامل دوم مرتبه زبان L۲ و اول مرتبه زبان L۱ اگر .٣ . ١ . ٣ تعریف

که A۲ دوم مرتبه نظریه ی باشد، L۱ در شده صوری سازی اول مرتبه نظریه ی ی A۱ که فرض این با

و A۱ طرح اصول در n−تایی حروف بجای متغیر ها n−تایی مجموعه ی ن هم جای گذاری حاصل
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بقیه ی و م باشد فرمول بیرون قسمت در عموم سورهای توسط متغیرها تمام ساختن مقید سپس

م نامیم. A۱ دوم مرتبه بازنوشت را م ماند باق نخورده دست A۱ اصول

م باشد. PA دوم مرتبه بازنویس PA۲ فوق تعریف به توجه با .۴ . ٣ . ١ نتیجه

م باشند. صادق نظریه ها این مدل های در PA۲ و PA نظریه های قضایای تمام .۵ . ٣ . ١ تذکر

باشند. ریخت ی ر دی ی با نظریه، آن مدل های هرگاه نامیم، جازم را نظریه ی .۶ . ٣ . ١ تعریف

سازگاری به منجر اول مرتبه نظریه های ω−ناسازگاری اما سازگاری دوم مرتبه باز نویس که امر این

که م کنیم فرض هستند. مدل فاقد باشند، جازم اگر نظریه هایی چنین مطمئناً نیست. روشن گردد

باشد. L۲ زبان در شده صوری سازی ،PA۲ نظریه ی گسترش A۲ نظریه ی

م باشد. جازم PA۲ نظریه ی اما نیست، جازم PA نظریه ی [٢۵] .٣ . ١ . ٧ قضیه

برای φ(x) دلخواه L۲−فرمول هر برای و M |= A۲ که باشد موجود M مدل اگر .٣ . ١ . ٨ قضیه

.M |= ∀xφ(x) آنگاه M |= φ(n) ،n ∈ ω هر

با M |= PA۲ نتیجه در M |= A۲ اگر باشد. PA۲ قضایای تمام شامل A۲ کنید فرض برهان.

هر برای φ(x) L۲−فرمول برای اگر بنابراین است. ریخت ی N۲ با M ،PA۲ بودن جازم به توجه

N۲ اول مرتبه جهان ω اگر همچنین .N۲ |= φ(n) ،n ∈ ω هر برای آنگاه M |= φ(n) ،n ∈ ω

.M |= ∀xφ(x) م گیریم نتیجه N۲ و M بودن ریخت ی به توجه با و N۲ |= ∀xφ(x) باشد

را ∀xφ(x) جمله ی {φ(n)|n ∈ ω} جملات مجموعه از م توان ω−قاعده توسط .٣ . ١ . ٩ تذکر

گرفت. نتیجه

همراه همچنین م باشد. نظریه این از بسط هر و PA۲ در ω−قاعده صحت بیانگر ٨.١.٣ قضیه

دارد. دلالت بعد نتیجه ی به کردیم، معرف که A۲ نظریه ی با

است. ارضا ناپذیر آنگاه باشد، ω−ناسازگار نظریه ی ی A۲ اگر .٣ . ١ . ١٠ نتیجه



٣٨ دوم مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس .٣ فصل

هر برای که دارد وجود چنان φ(x) L۲−فرمول باشد. ω−ناسازگار ،A۲ نظریه ی کنید فرض برهان.

باشد موجود چنان M مدل کنید فرض همچنین .A۲ ⊢ ∃xφ(x) البته و A۲ ⊢ ¬φ(n) ،n ∈ ω

به توجه با که M |= ¬φ(n) ،n ∈ ω هر برای و M |= ∃xφ(x) صورت این در M |= A۲ که

م باشد. ن غیر مم که داشت خواهیم را M |= ∀x¬φ(x) نتیجه ی ٨.١.٣ قضیه

نظریه های ω−ناسازگاری اما سازگاری دوم مرتبه بازنویس هر ارضا ناپذیری بیانگر ١٠.١.٣ نتیجه

لحاظ از دوم مرتبه نظریه ی چنین که م کنیم مشاهده اول نظر در حداقل و م باشد اول مرتبه حساب

ناسازگاری برای امر این است، ناتمامیت دوم مرتبه منطق که آنجا از اما دارد. اشاره تناقض به معنایی

نیست. برقرار کل حالت در تناقض صورت هر در و نم باشد کاف

ثابت PA نظریه ی توسط م باشد، ∀x¬Prf(x, pGq) معادل که G گودل جمله ی .٣ . ١ . ١١ لم

.PA ⊢ ¬Prf(n, pGq) ،n ∈ ω هر برای اما نم شود.

بر این و PA ⊢ Prf(n, pGq) که دارد وجود n مقدار صورت این در PA ⊢ G کنید فرض برهان.

.PA ̸⊢ G ،PA نظریه ی بودن سازگار به توجه با بنابراین م باشد. ∀x¬Prf(x, pGq) جمله ی خلاف

برای پس باشد، PA در G اثبات گودل کد که نم باشد موجود n ∈ ω ،PA ̸⊢ G که آنجا از حال

.PA ⊢ ¬Prf(n, pGq) ،n ∈ ω هر

موجود اول مرتبه نظریه های ω−ناسازگاری و سازگاری از دوم مرتبه بازنویس های .٣ . ١ . ١٢ قضیه

ناسازگارند. که م باشند

PA ⊢ ¬Prf(n, pGq) ،n ∈ ω هر برای م دانیم PAباشد. گودل جمله ی Gی کنید فرض برهان.

در را است سازگار البته و ω−ناسازگار که PA ∪ {¬G} اول مرتبه نظریه ی حال .PA ̸⊢ G البته و

بودن جازم به توجه با پس N۲ |= G لذا و PA۲ ⊢ ¬Prf(n, pGq) ،n ∈ ω هر برای م گیریم. نظر

دوم مرتبه بازنویس که PA۲ ∪ {¬G} نظریه ی لذا م کند صدق آن مدل های همه ی در G ،PA۲

م باشد. ناسازگار نظریه ی ی است، PA ∪ {¬G} نظریه ی

یابلو لیست ω−ناسازگار البته و سازگار اول مرتبه نظریه ی هر برای را ١٢.١.٣ قضیه ی بتوانیم اگر

این آیا اما م دهد. یل تش ما اصل و اولیه حالت در را پارادوکس یابلو لیست آنگاه دهیم تعمیم
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فرض داد. خواهیم نشان بعد قضیه ی در که همان گونه خیر، متأسفانه بود؟ خواهد ما نهایی نتیجه ی

ی با L۱−فرمول ی φ(x) و L۱ در شده صوری سازی اول مرتبه دلخواه نظریه ی ی A۱ کنید

م شود صوری سازی L۲ زبان در که م باشد A۱ دوم مرتبه بازنویس A۲ همچنین باشد، آزاد متغیر

.E = {φ(n) | n ∈ ω} که کنید فرض نیز و

طوری که باشد N از گسترش NF ،F ⊆ E که F متناه مجموعه ی هر برای اگر .٣ . ١ . ١٣ قضیه

.A۲ ∪ E ̸⊢⊥ آنگاه NF |= A۱ ∪ F

متناظر مدل ی دارای A۲ ∪ F ،F ⊆ E که F متناه مجموعه ی هر برای م دهیم نشان برهان.

زیر ل ش به N۲
F L۲−ساختار به را N۲ ساختار ،F متناه مجموعه ی گرفتن نظر در با م باشد. N۲

F

م دهیم: گسترش

.cN۲
F = cNF آنگاه باشد، L۲ از فرد به منحصر ثابت ی c اگر

.fN۲
F = fNF آنگاه باشد، L۲ از n−موضع تابع نماد ی f اگر

.PN۲
F = PNF آنگاه باشد، L۲ n−موضع محمول نماد ی P اگر

N۲
F اول مرتبه جهان ω که آنجا از اول، مرحله ی در .N۲

F |= A۲ ∪ F که م دهیم نشان حال

هر برای که این به توجه با و م کند تعیین را L۱ غیر منطق نمادهای دقیق تعبیر NF مانند و است

از دوم، مرحله ی در .N۲
F |= A۱ ∪ F رو این از N۲

F |= α داریم NF |= α که α L۱−فرمول

N۲
F ساختار در م باشند، درست N۲ در تصریح موضوع اصل طرح هم و استقرا اصل هم که آنجا

یافته، تغییر آن ها اصول به رجوع در N۲
F به مدل این بسط در که موردی تنها م باشند. درست نیز

از n−تایی ها مجموعه های تخصیص با جدید n−موضع محمول نمادهای بعض که است این

م باشند. تعبیر پذیر جدید ساختار در بودند متغیرها مجموعه ی حوضه ی از قسمت قبلا که ω اعضای

لذا و داشت نخواهد چندان اهمیت امر این کنیم استفاده نام داشتن عدم جهت به آن ها از اگر البته

متناه تعداد فقط ما تناه قضیه ی طبق ،A۲ ∪ E ⊢⊥ که کنیم فرض اگر حال .N۲
F |= A۲ ∪ F

مجموعه ی F اگر داریم. نظر مد را شوند گرفته ار ب اثبات در م توانند که E مجموعه ی اعضای از

که دادیم نشان قبلا زیرا نیست درست که A۲ ∪ F ⊢⊥ صورت این در باشد، اعضایی چنین همه ی

است. مدل دارای A۲ ∪ F متناه م باشد، که F ⊆ E هر برای
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اول مرتبه نظریه ی ی ω−ناسازگاری برای بی شمار فرمول های اگر ١٣.١.٣ قضیه ی مطابق

این چنین که دید خواهیم بعداً بود. خواهد سازگار نظریه، آن دوم مرتبه بازنوشت باشند، ضروری

بازنوشت ی دارای ω−ناسازگار اول مرتبه نظریه ی هر که م گیریم نتیجه و دارند وجود نظریه هایی

بازنوشت های همه ی واقع در م باشد. بی فایده اصل نتیجه ی برای جست و جو لذا و م باشد دوم مرتبه

اساس روش ی ١٣.١.٣ قضیه البته نیستند. ناسازگار ω−ناسازگار، اول مرتبه نظریه های دوم مرتبه

بی نهایت کردن اضافه از حاصل اول مرتبه نظریه ی ی ω−ناسازگاری اگر که م کند ارایه ما برای

زبان های مانند نیز دوم مرتبه زبان های در م باشد. سازگار آن دوم مرتبه بازنوشت باشد، آن به جمله

نظر در را قطری سازی لم که این اول روش است. موجود لیست تضمین برای روش دو اول مرتبه

نیست. ما مطلوب این البته، و داشت خواهیم دور دارای پارادوکس ی صورت این در که یریم ب

خواهیم تمرکز روش این روی و م باشد حساب زبان به Y جدید محمول نماد معرف دوم روش

سازگار نظریه این اگر که کنیم توجه م باشد. YT دوم مرتبه بازنویس مورد در ما نگران اولین کرد.

م باشند. استفاده قابل کردیم بیان قبل فصل در که نتایج بعض باشد ω−ناسازگار اما

L۲
T Y کنید فرض همچنین باشد، YT دوم مرتبه بازنویس YT ۲ که کنیم فرض .١۴ . ٣ . ١ نمادگذاری

م شود. صوری سازی آن با YT ۲ که باشد زبان

قبلا که آنچه طبق م باشد. YT از متفاوت استقرایی حالت در تنها YT ۲ اصول، با رابطه در

اصل این م  کنیم. زین جای استقرا اصل یعن گزاره ی با را YT در استقرا طرح از نمونه هر گفتیم

اول مرتبه نمونه های همه ی که م دهد را ان ام این ما به تصریح موضوع اصل طرح همراه حساب

که همان گونه لذا و م باشد YT ۲ قضیه ی ی YT اصل هر بنابراین باشیم. داشته را استقرا طرح

در فشردگ قضیه ی که آنجا از م باشد. ω−ناسازگار نیز YT ۲ است، ω−ناسازگار نظریه ای YT

ناخواسته ای مدل هیچ ،YT ۲ بودن جازم از حاصل نتیجه ی به توجه با و ندارد کاربرد YT ۲ مورد

بازنوشت همانند نظریه این که باشیم باور این بر شاید و ندارد وجود آن در سازگاری تضمین برای

م باشد. ناسازگار سادگ به PA۲ ∪ {¬G} نظریه ی دوم مرتبه
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یابلو پارادوکس دوم مرتبه صورت ٣ . ٢

غیر صوری دلایل اصل نسخه ی بازتاب برای اول مرتبه حساب مانند نیز دوم مرتبه حساب متأسفانه

با مقایسه قابل YT ۲ نظریه ی م آید. بدست تناقض YT ۲ از و نیست قوی کاف اندازه ی به یابلو

را امر این بعد نتیجه ی م کند. صدق ١٣.١.٣ قضیه ی فرض در آن بر خلاف و نیست PA۲ ∪{¬G}

م کند. تصدیق

است. سازگار نظریه ی ی YT ۲ .٣ . ٢ . ١ نتیجه

LT−فرمول ها) Y مورد در استقرا طرح نمونه های تمام همراه PA∪{UYDP}(به کنید فرض برهان.

هر برای م گیریم. نظر در قضیه این در E بجای را YA نیز و باشد ١٣.١.٣ قضیه در A۱ بجای

م دهیم. گسترش زیر ل ش به NF ساختار به را N مدل ما F ⊆ YA متناه مجموعه ی

.YNF = T NF = ∅ کنید فرض F = ∅ اگر •

که دارد وجود چنان m ∈ ω است متناه F که آنجا از F ̸= ∅ اگر •

،Y(m) ↔ ∀x
[
x > m→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
∈ F

،n > m که n ∈ ω هر برای و

.Y(n) ↔ ∀x
[
x > n→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
̸∈ F

که F ⊆ YA هر برای که م کنیم ثابت .T NF = {Y(m) {عددگودل و YNF = {m} کنید فرض

داریم: است، متناه

.NF |= PA ∪ {UYDP} ∪ F

م باشد. درست نیز NF در پس است درست N در چون نیست Y یا T شامل که PA اصل هر اولا،

آنگاه F = ∅ اگر دوماً،

N |= ∀x
[
Y(x) ↔ x ̸= x ∧ T (x) ↔ x ̸= x

]
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درست هستند، Y و T شامل که استقرا طرح نمونه های تمام بنابراین YNF؛ = T NF = ∅ زیرا

صادق استقرا طرح در هستند، x ̸= x شامل Y(x) و T (x) بجای که فرمول هایی زیرا م باشند

در ∀x
(
T pY(ẋ)q ↔ x ̸= x

)
ل ش به تنها UYDP ،N |= ∀x¬T (x) که این دلیل به هستند.

آنگاه F ̸= ∅ اگر م باشد. درست NF

NF |= ∀x
[
(Y(x) ↔ x = m) ∧ (T (x) ↔ x = pY(m)q)

]
شامل که استقرا طرح نمونه های تمام دوباره و T NF = {Y(m) {عددگودل و YNF = {m} زیرا

و x = m شامل T (x) و Y(x) بجای ترتیب به که فرمول هایی زیرا م باشند درست هستند Y و T

زیرا NF |= UYDP هستند. صادق استقرا طرح در هستند x = pY(ẋ)q

NF |= T (pY(m)q) ∧ Y(m)

.NF |= F سرانجام NFو |= ¬T (pY(n)q)∧¬Y(n) داریم n ̸= m که n ∈ ω هر برای همین طور و

اگر زیرا

.Y(n) ↔ ∀x
[
x > n→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
∈ F

لذا و NF |= Y(n) آنگاه ،n = m اگر

،NF |= ∀x
[
x > n→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
ساختار برای ابتدا در که شرایط به توجه با آنگاه n ̸= m اگر و است YNF عضو تنها m که آنجا از

کردیم بیان NF

،NF |= ¬Y(n) ∧ ¬∀x
[
x > n→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
.YT ۲ ̸⊢⊥ داریم ١٣.١.٣ قضیه به توجه با پس

نتیجه ی ی ١.٢.٣ نتیجه  و کردیم استفاده قوی فرا قضیه ی ی از ١٣.١.٣ قضیه ی اثبات برای ما

زیر مجموعه ی هر از نتوانیم اگر مطلب، این مطابق م باشد. دوم مرتبه حساب در تناه قضیه ی
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نخواهیم تناقض نیز اصل مجموعه ی مورد در باشیم، داشته تناقض نامتناه مجموعه ی ی متناه

متناه زیر مجموعه ی هر که م باشد این گونه یابلو پارادوکس وضعیت شرایط، این با داشت.

بنابراین، نیست. ناسازگار رو این از و م باشد مدل دارای یابلو دوشرط گزاره های مجموعه ی

نظریه ی بودن سازگار که م دهد اجازه ما به تناه قضیه ی نیستند. ال اش بدون لیست دام هیچ

نظریه ی اثبات پذیر) (اما مختلف اصول به که ر دی نظریه ی هر به را داریم ١.٢.٣ نتیجه  از که YT ۲

گسترش کند، توجه آن دوم مرتبه ل ش مورد در مخصوصاً یابلو دوشرط های بررس برای درست

صوری سازی L۲
T Y زبان توسط که باشد دوم مرتبه حساب دلخواه نظریه ی ی A۲ کنید فرض دهیم.

صوری سازی درست محمول بر حاکم اثبات پذیر اصول مجموعه ی T T کنید فرض نیز و شده است

باشد. زبان همان در شده

.A۲ ∪ T T ∪ YA ̸⊢⊥ آنگاه A۲ ∪ T T ∪ F ̸⊢⊥ متناه F ⊆ YA هر برای اگر .٣ . ٢ . ٢ نتیجه

م آید. بدست تناه قضیه ی از مستقیم طور به برهان.

داریم. حالت دو آوریم بدست تناقض دوم مرتبه زبان ی در یابلو لیست از بخواهیم ما اگر

هر در ما هستند. ناسازگار خودشان با ما نظر مورد حساب و درست نظریه ی اصول از کدام هر

متناقض یابلو لیست آیا دارد؟ وجود ال اش یابلو لیست ناسازگاری در آیا که بدانیم توانیم نم حالت

بدست برای یابلو دوشرط های از متناه تعداد فقط یا نم باشد؟ متناقض اول حالت در یا است؟

اصل متن شده ی صوری سازی نیمه دلایل از بخش از ما صورت این در م باشد، لازم تناقض آوردن

که نیست مهم این م باشد. نا خوشایند البته و مهم روش ی که م کنیم استفاده یابلو پارادوکس

این گاه هر بپذیریم، را اصول این که زمان یریم. ب نظر مد را درست نظریه ی اصول از کدامی ما

دارای YT ۲ دوم حالت در حال، این با بود. خواهد سازگار حاصل نظریه ی باشند، اثبات پذیر اصول

م باشد. تناقض دارای معنایی لحاظ به YT ۲ که م دهیم نشان زیر نتیجه ی در است. تناقض

نم باشد. صدق پذیر YT ۲ .٣ . ٢ . ٣ نتیجه

داریم: n ∈ ω هر برای و م باشد ω−ناسازگار نظریه ای YT برهان.

YT ⊢ ¬Y(n)
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زیر مجموعه ی YT ۲ مدل های مجموعه ی .YT ̸⊢ ∀x¬Y(x) بنابراین و YT ⊢ ∃xY(x) همچنین

بودن جازم و ٨.١.٣ قضیه ی از جازم م باشد. YT ۲ لذا و است PA۲ نظریه ی مدل های مجموعه ی

تناقض این و م کند صدق YT ۲ مدل های تمام در ∀x¬Y(x) جمله ی که م گیریم نتیجه YT ۲

.YT ۲ ⊢ ∃xY(x) لذا و م باشند YT ۲ قضایای ،YT قضایای زیرا م باشد

راه هیچ که م دهد نتیجه UYDP و PA۲ فرض با م باشد، مدل فاقد YT ۲ که حقیقت این

م کنند: بیان که (Y(n) ل ش به (عبارات یابلو جملات درست ارزش تعیین برای

∀x
[
x > n→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
طرف از م باشد. مدل ی دارای PA۲ ∪ {UYDP} دادیم نشان زیرا ندارد. وجود سازگار طور به

پس نبوده، ان پذیر ام یابلو لیست در دوشرط هر گرفتن نظر در که م دهد نشان YT ۲ ارضاناپذیری

دوشرط ی برای بنابراین باشد. نادرست باید آن ها از ی حداقل

Y(m) ↔ ∀x
[
x > m→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
بر یا است، نادرست ∀x

[
x > m → ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
و م گیرد درست درست ارزش Y(m) یا

است. درست ∀x
[
x > m→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
پس م گیرد نادرست ارزش Y(m) عکس



نتیجه گیری

کردیم، اشاره آن به مقدمه در که حالت دو از ی هیچ در اول مرتبه زبان در یابلو دنباله ی صوری سازی

نظریه ی اصول و حساب نظریه ی از تناقض آوردن بدست نه واقع، در شد. نخواهد تناقض به منجر

نسخه ی در یابلو دلایل از بخش صوری سازی نه و اول مرتبه حساب در یابلو لیست با همراه درست

نظریه اصول و حساب نظریه ی از نیز دوم مرتبه حساب در همچنین نیست. ن مم ی هیچ ، اصل

مرتبه منطق در یابلو پارادوکس بنابراین، باشیم. داشته تناقض نم توانیم یابلو لیست با همراه درست

ساده ی ظاهر که همان طور که برسیم نتیجه این به است ن مم نیست. متناقض اول حالت در دوم

یابلو جملات لیست و است نادرست منطق لحاظ به نیز یابلو اصل استدلال م باشد، نامعتبر آن

دوم مرتبه استدلال این زیرا نیست معتبر استنتاج ٣.٢.٣ نتیجه طبق حال این با م باشد. غیر متناقض

نه صورت این در بپذیریم را منطق نتیجه ی دوم مرتبه ایده ما اگر م باشد. معتبر معنایی طور به

نم باشند. قوی کاف اندازه ی به یابلو استدلال بیان برای دوم مرتبه حساب نه و اول مرتبه حساب

شهودی استدلال گرفتن نظر در با و دارد اول مرتبه منطق به نسبت بیشتری مزیت دوم مرتبه منطق البته

ارزش اختصاص بنابراین، م کند. ثابت را YT ۲ ارضا ناپذیری آن است، معتبر معنایی لحاظ به که

در با دوم مرتبه منطق دوم، حالت در لذا و م باشد ن غیر مم سازگار طور به یابلو جملات بر درست

که حال در م باشد کاف یابلو اصل استدلال بازتاب برای و است متناقض یابلو دنباله گرفتن نظر

نیست. ن مم عمل چنین اول مرتبه منطق در

۴۵
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